PTSI Chap 15 Mme Micard

TD : Solide en rotation autour d’un axe fixe
Correction

Appl :| Oscillation d’une bille dans une cuvette

Deux forces sont présentes : le poids de la bille, toujours orientée vers le bas, et la réaction de
o _, la cuvette sur la bille, toujours orthogonale & la parois de la cuvette.
7 0
La réaction de la cuvette est colinéaire a OM ainsi Mr = OM A ﬁ = 0.
1. 0 Le moment associé au poids quant a lui s’écrit
— —
N Mp=0M AN ? =R7¥ A(mgeost @, —mgsind@s) = —Rmgsinf e ;
€,
73) ol €. est défini pour compléter la base cylindrique (?T, GOR ?z)

7z

2. Le moment cinétique en O de la bille sécrit
?M,o = ()fl,/j A m?M/O = R?r A erRéEg = TILRZE‘?Z .

3. La théoréme du moment cinétique appliqué a la bille, calculé par rapport au point O s’écrit

dFo.m

i :Mpé'mnzﬂ_e}z = 7angsinb'?zi,»6’+%si119:l)‘
C

4. On obtient l'équation d'un oscillateur harmonique, dans le cadre de l'approximation des petits angles, 1'équation différentielle
précédente devient

b+20=0;

==

. . R - I o 27 |R
on identifie la pulsation propre du systéme wo = \/g/R, la période propre des oscillations s’écrit ainsi To = — = 2wy [/ —.
g

Wo
App2 : | Pendule simple

e —
Soit la base cylindrique (€, @4, @ ).
1. Moment cinétique du point M : o, 23 = ml?'f;‘?z, le moment associé a la tension du fil est nul (car ? est colinéaire a Oﬂfj)s le

moment du poids s’écrit Mp = OM A ? = .. = —mlgsin 07 .. Ainsi le TMC s’écrit

dd . 0 .
% = .fT/iP =1 = —gsinf .

2. Le PFD s’écrit
rrLE)M = ? + ? = m(flfp?r + lé?g) = mg cos 6‘2 — mgsin E)?g — T?T

la projection du PFD sur € conduit &

[0 = —gsin@ .
3. La puissance associé & la tension du fil est nulle, car ? est orthogonal au mouvement (Pr = ? = 0), d’autre part la puissance
associée au poids s'écrit Pp = ?3) - = (mgcost @, —mgsind€y) - (10€5) = —mglfsind. Ainsi le TPC s’éerit
dE,

d /1 - . - )
FTa Pp = pn (im(lﬂ) ) =mlib = —mglfsin@ = 10 = —gsind .

4. La puissance associé a la tension du fil est nul, d’autre part le poids est une force conservative. On note Z l'altitude du points M

mesurée par rapport a O (i.e. OZ = [cos#). Ainsi, le théoréme de la puissance mécanique s’écrit

dEP —_
dt

0= 9 (%m(zéf) + S (-mgZ) = midd + mghh =0 = 16 = ~gsing

App3 : | Oscillations d’un pendule



PTSI Chap 15 Mme Micard

Ecrivons le moment cinétique et les moments de forces calcules en O.

-~y
E}M‘\Ol = 7@? AmLiEy =mL*07¢ . ;
ﬁp =L¥, A(mgcosl€, —mgsindes) = —mgLsin0e. ;
_______ - Mr=L2, A(—k)O\MT, = L(cos 0, +sinde,) A (—k)(Lsind) T,

= —kL%cosfsin 0%, :

Mr=T.

Ainsi le TMC appliqué au point M et calculé par rapport & O, projeté sur & . s'écrit

P
Ty
mL“0 = —mgLsin® — kL" cosfsinfl = 6 = -7 sinf — —sinfcosd .
m

Pour des petites oscillations, ’équation précédente devient

. g k

0 Z+ — )0

+ (L * m)

g
L

On définit la pulsation propre de ce systéme par wy = \/ + — et la période des petites oscillations T = 27
m

o

Sl
+
3=

»

App4 : | Disque en liaison pivot

1. Laliaison étant parfaite, il n’y a a priori aucune perte. Ainsi, la vitesse angulaire restera constante
au cours du temps.

2. Ici il apparait un couple de frottement, écrivons le TMC appliqué a un solide indéformable en

rotation autour d’un axe fixe : Jw = —aw, avec J le moment d’inertie du disque en rotation
autour de son axe de révolution. L’équation précédente admet comme solution w = wpe /™ avec
=4I

o

EX1 : | Portage d’une poutre

On étudie le systeme poutre, dans le référentiel terrestre supposé Galiléen.
Les forces qui s’appliquent sur le systeme sont :

— Le poids ? au point G
— —
— Les forces Fp,, Fy;.

La poutre n’est pas en rotation ni en mouvement

e
Cas 1: Le PDF projeté sur u_; nous donne : —P + Fy, + Fy; =0
‘ — =
Le TMC appliqué au point G donne : GM A Fyy + Gj A Fr, = 0 soit en projection sur l'axe ul

1l

S

—fFM-f-dFL =0 dou FM = *FL

~

En injectant dans le PDF ona: P = (1+ %)FL soit F, = ﬁi. Donc L porte plus que M!
14

Cas 2 : Le PFD reste inchangé par contre le TMC varie un peu :

— —
GM APy +GLAF, =

—{(cos airy + sin aiiy) A Fastty + d(cos oy + sinaay) A Fria, =

ol o] of

—{ cos ozFM?TZ> + d cos ozFLu_Z> =

Par conséquent cette fois F, = gFM

EX2 : Equilibre d’une échelle
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1. L’échelle subit la réaction du sol en B et C, la tension du fil attaché en B et son poids.
2. L’écriture du PFD ne permet pas de s’en sortir on arrive aux équations

Resina=T;
Rccosaa+ R =P

Deux des forces présentes s’appliquent en B, les moments calculés en B associés & ces forces sera nul
MT =BBAT = 0, de méme pour R pB.

De plus le systéme est au repos, donc le moment cinétique et sa dérivée sont nuls. Ainsi le TMC calculé en B s’écrit

L
ﬁ)=ﬂ7p+ﬂ1&c =;?(5/\?+R’Aﬁc = Ecost.vmg?z —LRcW.= Re = ?cosa.

La réaction du sol en C' s’éerit
m .
ﬁ(; = 79 cos a (sin cx?,; + cos uﬂy) .
3. D’aprés les relations obtenues grace au PFD on peut écrire

m m.
? = 77‘9 LUb(I'ﬁ]Il(Y?I ,RB = (Tﬂg - Tg LUb (1) @ .

EX3 :| Pendule de torsion

1. TMC appliqué a un solide en rotation autour d'un axe fixe (ici z) : Jo = —Co.
- . . . . . s C  4r? [ J
2. On reconnait 1'équation d’un oscillateur harmonique de pulsation wg = T =72 = To=2m ok
0 /

3. Oscillateur harmonique.

4.P, =T.T = —C09 et If':/eiW:/Pudt:—%(85—6%).

5. On peut définir ), = %Cﬁz telle que W = —AE}.

i 1 .
6. Systéme masse/ressort : E, = 536332.
dE. d (1 _ ..\ : s
7. TPC : el Py, = T (5._16 ) = —C00 = Jo = —C0.

Effondrement du soleil

Allongement de la durée du jour

1. Ly = Jrwr = %ﬂfTRTwT et Lp = Jowp = gJMLRLWL

2. ?m‘b =drier A M (drwors) e = MLdiLwornes. ‘
&b, GMr

2 - 2
T 4

3. 3#me Joi de Kepler appliqué au mouvement circulaire de la Lune

Alors Loy = Mpda, —— 2T oeMydrn CMT = M GMrdrr.
Tors irtd,

4. Ly~ Tx10¥kgm?®s™, L1 ~2x 10%kgm?s™! <« L et Loy ~ 3% 103 kgm? s+
5. On suppose le systéme Terre-Lune isolé, ainsi les seules forces présentes sont des forces intérieurs, on montre aisément que le

moment associé est donc nul.

o d,C 2 2 d\.uT Gﬂ’fT dd',rj_ o 2 AJJT 1’\4’1, Gﬂ/IT AdTL
6.0=q = zMrBr-—g~+ M BV Tdpr at %M R v P

2 2 AT
T . Donc pour At =1 x 100 x 365 x 24 x 3600s et Adrr = 3.7m on trouve

Tr 12
5 MyT? [€
ATy = — - ——Adypp ~ 1.
TT 8 mE N dpoy Ot Gms .

Or Awr = A
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Catamaran de sport

On remarque ici que le bateau est en TRU donc le référentiel associé au bateau est Galiléen. Nous
placerons donc notre étude dans ce référentiel.
On nomme B le barreur et E 1’équipier.

Traduction de 1’énoncé :

— Oy est 'axe de rotation du systeme et correspond a la coque qui touche 'eau.

— Soit b la distance entre I’axe de rotation et B : b = £. Il est soumis a son poids ?B.

— FE est modélisé par un point matériel se situant a une distance e = £ + ¢, de 'axe Oy avec
le=1,80—10,5=1,30m, il est soumis & son poids P g.

— La masse du bateau est équitablement répartie entre les deux coques : on considere que le poids
du bateau ? s’applique au centre d’inertie du bateau G distant de Oy de dg = £/2

— On note Lj; la taille du mat.

— Le bateau est a I’équilibre donc le moment cinétique est constant.

— Le systeme d’étude étude est ’ensemble formé par les deux marins et le bateau.

Bilan des forces On écrit toutes les forces présentes et on projette :

z
u
P \/ u, — La poussée d’Archimede : Z = Aul
- — Les trois poids & considérer se mettent
5 R sous la forme : P; = —Pi(sinﬁzﬁ +
G b cos 0ug)
B
A ) — La force Vélique : F = _Fu,
y CJ ) 0 P X
() Y

Calcul des moments par rapport a 1’axe de rotation
— La poussée d’Archimede : My(Z) =0
v — =
— My(P)=—-deMgcos; My(Pg) =—emggcost et M,(Pg) =—bmpgcosf
— La force Vélique : My(?) = Fiyu

Application du TMC

L
0= 0—dgMgcose—emEgcose—megcose—i—F?M
3

F:
— I

(M2/2 4+ emp + bmy)g cos

Cette force dépend de 6 et est liée a la vitesse du vent par rapport au bateau et a 'angle de la voile
par rapport a la direction du vent.

On notera que plus le bateau penche, moins le vent n’a d’incidence dessus ce qui diminue F'.

Etude d’un moteur
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1. Il s’agit d'un couple résistant, alors o > 0.

d
2.a. TMC appliqué & un solide indéformable en rotation autour d’un axe fixe : % = Jw=—aw.

4 M

|
2.b. Mettons I'équation sous la forme w = 2 ~N b

o | .
Initialement w(0) = $2o et donc w(0) = 7EQU, aprés un temps suffissamment long le moteur -
est & larrét (i.e. w et w nuls). ™
o d

. . —t J U
2.c. On a une EDLI1 qui admet comme solution w(t) = Ae /" avec T = ~. Les conditions initiales donnent A = Q.
e
Si J augmente alors le temps caractéristique augmente (I'inertie s’oppose a 'arrét du mouvement); si @ augmente alors le temps

caractéristique diminue (le frottement s’oppose au mouvement).

3.a. De méme on trouve & = — w + =,
J J
@
e N R N cx
3.b. Initialement w(0) = 0 et w = —=, aprés un temps suffisamment long le moteur tourne a
vitesse constante (w cste et w nulle}.’
. . | O
On a pour un temps suffisamment long & =0 = 7%S]f + T = Q5 =
) o w
oy
. . , T —t/r J
3.c. Résolution de 'EDL1 ... w(t) = — (1 —e avec T = —.
a e
Qf —w(ts . .
3.d. = wlts) <5/100 = .. = t5 > _J In(5 x 1072).
Qf a
4.a Le régime transitoire a un temps caractéristique identique aux situations précédente 7 = —.
a
I
4.b L’EDL1 devient ici w + %w = % (1 4+ rcos(2t)). On injecte (en passant au complexe) I'expression de la vitesse de rotation

w=uwys+ AefH=9) — wy + Ae’™ pour un forgage Tg + Tore’™, sachant que wy vérifie I'équation a forcage constante. Alors il reste

. 1 I'o Qf rQdy
_(J +T) .], T T - 1+ 5071

ridy

Alors A = |A| = Wign]

4.c Un volant d’inertie augmente J donc augmente 7 (ce n’est pas ce qui nous intéresse) mais diminue A 'amplitude des vibrations.

et ¢p =arg(A) = —arg(l + jQr) donc tan ¢ = —Qr.



